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45056 Nachhlfestunde-6-expo

VORWORT

In dieser Nachhilfestunde, die in 14 Abschnitte gegliedert ist, geht es um die

Funktion f,(x)=x-e'. Wir besprechen ausfiihrlich grundlegende Methoden.
Die Losungen sind teilweise auf LK-Niveau.

Wichtige Fakten werden als Grundwissen mit gekennzeichnet.

Und das sind die besprochenen Themer zw. Methou

=]

Nullstellen von ft (X) =x-et™,

Die 1. Ableitung mit der Produktregel berechnen:

(@] N]

Die 2. und 3. Ableitung berechnen.

Zusatz fur LK: Die Formel fur die ~-te Ableitung el  =ckei.

Extrempunkte berechnen.

Wendepunkte berechnen

@] [o] [&]

Welche der Scharki”  «gehtdurch (2]|5)?

Erinnerung: DieL.  ~derG' wung e* =a schreibt manals x=In(a).
Durch welche Punkte ) geht keine -~ scharkurven?
Aufe  zneiner ‘ntengle 10
@ aichung der Wendet.  ente ist gesucht.

Zei, ‘lle Wendetange .n gehen durch denselben Punkt S.

Kihat ein.  "agrer” Asymptote.

Beweis von ﬁ_'. 1t der Regel von de L’Hospital.

Flache zwischen K,, x-Achse und x =2 mit partieller Integration (LK).

Partielle Integration zu Ende rechnen.
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Wir beginnen wie Ublich mit der Berechnung der Nullstellen von f, (X) =x-e™X, teR.

Die Bedingung dafiir lautet: f,(x)=0 d.h. x-e™>=0.

Diese Gleichung stellt ein Nullprodukt dar, ein Produkt, das nur dann Null wird, wenn ein
Faktor Null wird.

Du solltest wissen, dass jede Potenz von e ein positives Ergebnis hat.

e'™ >0 firalle xundt. Daher wird also der Faktor e'™ = 0, und somit
bleibt als Nullstelle nur xy = 0.

Als néchstes berechnen wir Ableitungen.

Weil der Funktionsterm ein Produkt ist, bei dem br ide Faktc  x enthalten, brauc' du
zum Ableiten die Produktregel.

Fur die Produktregel nennt man die beiden  ktoi.  ‘x) und v(x), oder kurz einfach

nur u und v: f fa>)=u-v

Produktregel: f'(X, vy T

Ganz ausflhrlich ¢ dies dann s Aus:

=X = u'=1

F- .ung: L 4 /:1-et‘x—x-et‘x

1 beiden Summande  ‘eht ™. Dies kann man rechts ausklammern:

f(X) = (1-x) e

Ich will nun nicht alles vorrechnen.

Berechne du bitte die 2. und die 3. Ableitung.

= [2]
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Was bisher geschah: f

t(x):X'et_X

1. Ableitung: f'(x)=|(1-x)-e"*

Fur die nachste Ableitung bendtigt man wieder die Produktregel:

u=1-x = u'=-1

2. Ableitung: f."(x =-1.e"™ - (1-x)-et™*

oder f"(x)= (x—2)-et™>

Die dritte Ableitung schreibe jetzt verkiirzt auf:

f"(x)=1-e7+(x=2)-e7 (1) +2)c lB-x)e"

-

Hinweis fiir Fortgesct. ‘ten.

Wenn man sich die Ableitungen auf eine . Meiseunter hrander. =sibt, kann man erkennen

dass es einen Bauplan gibt, nach sie erstellt len n. N

)= (x=0)-«
i'(X)=—(»-1)-e"
f"(x)= .-2)-e"

mw t,
f+ } = _(X — 1) ‘e
Beachtet man - “dieweci. den Vorzs :2n nicht, kommt man auf
f'(n)(' + n)'et—x
Dabe’ . f©(x) =1 (x) se
GW Nie Vorzeichen + 1 — wechseln sich so ab, dass bei gerader Ableitungsnummer + steht

und bei ungerc ain Mini  .chen. Dies erreicht man mit dem Faktor (—1)n , denn es ist
(—1)2 =+1, (—1)3 =-1 usw.

Die endgiltige Ableitungsformel lautet damit: ft(") (X) = (—1)n ((x=n)- et

Diese Formel kann man mit vollstandiger Induktion beweisen.

Friher war das Stoff im Leistungskurs. Wo es heute noch gelehrt wird, weil3 ich nicht.
In der Mathe-CD gibt es den Text 45021, der 15 Beispiele enthalt. Beispiel 4 gleicht der
hier verwendeten Aufgabe.

Berechne nun bitte die Extrempunkte von K..
Ich zeige dir meine 3-Schritt-Methode im Abschnitt =
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Berechnung von Extrempunkten mit der 3-Schritt-Methode

Als Vorarbeit braucht man 2 Ableitungen, die wir in schon berechnet haben:

fi(x)=x-e™
f'(x)= (1-x)-e™*
()= (x-2) ¢

Notwendige Bedingung: f,'(x)=0
Mit ft'(x) berechnet man Tangentensteigungen.
Wir suchen also Punkte mit waagrechter Tar  ..e!

(1-x)-e™™ =0
Da e'™ =0 ist, folgt: (1-x)=0 < xg=1
Hinreichende Bedingung: f,"(1)=(1-2) et

Da f,"(-1) <0 ist, hat die Kurve dc.  ~chtskru..

also liegt ein Hoch~unkt vor.

y-Koordinate: f(,

Ergebnis: Die Kurve K; hat~ .4ochpunkt H, H)

Berechne: 7 analoge'” ise den Wendepunkt.

= [8]
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Berechnung von Wendepunkten mit der 3-Schritt-Methode

Als Vorarbeit braucht man 3 Ableitungen, die wir in schon berechnet haben:

Notwendige Bedingung: f,"(x)=0

Da e"™ =0 ist, folgt:

(x)=x-e"™

L (X)=(1-x)-e"*
()= (x-2)
"(X)=(x-3)-e"*

(x-2)-et™ =0

(x=2)=0 & xu=2

(Wir suchen Punkte mit ¥“riimmungswechsel.)

Hinreichende Bedingung: f,"'(2)=(2-3" 2__e <0
Daher hat die Kurve K; dort Krimmungswec =. ~oliegt. ‘landenr  .or.
y-Koordinate: f.(2)=2e"?
Ergebnis: Die Kurve K; hat den Wende, ’“'Ze“z)
Nun zeige ich dir 5 Kurven der & . ineinem Bl ~n.
Kannst du herausfinden, 2 .ichen Parar terwerten ) 8
gehoren? Das ist leicht, w.  dudie  _hpunkte Ht(1 | e”) )
3
betrachtest. Sie liegen alle au. .eraden x = 1 = |
Die Wende: ..elleye ~aufde rade =2 : =
Anihre  Koordinaten kar..  an sie e en.

Diey-.  -dinaten-der Hochpt

Die untersi. 'ser 5 Kurven t

Und nun fragtme.  -h:

Nun berechne ich den .1ochpunkt firt=2: vy, (2)=e

P
P —— Y
]
w
o
w
o

t-—1

esind y,(t)=e

H(111).

welches tist y,(t)=1 also o t-1=0 < t=1

21 = ¢'. Das ist nun die mittlere Kurve.

Man findet so heraus, dass die Kurven zu te {1; 15; 2; 2,5; 3} gehoren.

Deine nachste Aufgabe:

Welche der Scharkurven K; geht durch Q(2 | 5) ?

= [6]
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6] Welche der Scharkurven K; geht durch Q(215)

Die Gleichung der Scharkurven ist: K y=X-e"*

Wenn man eine Scharkurve sucht, muss man ihren Parameterwert t bestimmen:
Man macht also die Punktprobe mit Q: 5=2.e!2

Umstellen nach t: 25=gl2

Die Lésung der Gleichung e* =a schreibt man als x =In(a).

In(a) ist der naturliche Logarithmus von a.

Die Lésung der Gleichung e =2,5 ist daher
t-2= In(2,5) = t= "+In(2,5
Naherungswert (Taschenrechner): t~2,92

Folgerung: Durch Q(2]5) ~eht die Scha. irve

Nun eine intr .ssante F. ~etzur,, 2ser Aufgabe:

Durch welc! Aunkte ~ \A|v) gel. leine der Scharkurven?

Rechne « Aufgabe = ug zur obigen Lésung durch.

= [7]
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Welche der Scharkurven K; geht durch Q(u|v)?

Die Gleichung der Scharkurven ist: K y=X-e"*
Wenn man eine Scharkurve sucht, muss man ihren Parameterwert t bestimmen:
Man macht also die Punktprobe mit Q: v=u-et (*)

\" -
Umstellen nach t: S et
u

Dies ist aber nur moglich falls u=0 ist (1. Fall)

o)
t=.nm+u

Die Logarithmusbedingung lautet: Das Argur Mussp v sein: Yoo
u
Das ist dann der Fall, wenn u und v beide pos v_ ‘rbeia. a .

Durch Q geht genau also eine Scharkurve, wenn im . er 3. Feld liegt.

Es gibt noch einen zweiten Fall: «

Dann folgt aus (*): v=. '=0

Das bedeutet, das” .arim Falle~ .fdery-Ach. <ine Kurve durch Q geht,

aber die Ausnahme .. U ung Q(O |0) ‘urch den jede Scharkurve geht,

weil (*)v- ~ ~bhangig .
Die n. _nhste Teilaufgabe:

Sestimme r  Tangente, die K; im Wendepunkt beruhrt.

= [8]
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Aufstellen einer Tangentengleichung

Um eine Geradengleichung aufzustellen, braucht man (wenn sie nicht gerade parallel zur

y-Achse ist), die Punkt-Steigungs-Form:
y_y1 :m-(x—x1)
Dabei ist P,(x,|y,) ein auf der Geraden liegender Punkt und m die Steigung der Geraden.
Handelt es sich speziell um eine Tangente, die in P beruhrt, dann kann man die
=5

Tangentensteigung mit der 1. Ableitung berechnen: m; = N

Die Punkt-Steigungsform fiir eine Tangente .ieht also so aL
Y=Yy =F(%)-(r =)

Da P, als Bertihrpunkt auf der Kurve liegt, kann ma w. ‘emver. - f(x1)

Dann lauter die Super-Tangenten-Form:

y— o T (x=)

Nur annstdu den  Aufgavbe losen:

 Jedie Gle® ungder We: :tangenten auf.

- 9
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@ Gesucht: Gleichung der Wendetangente

Wir kennen bereits: ft (X) =X- et—x

t
und den Wendepunkt:
Losung:

Punkt-Steigungs-Form flr Tangenten:

Steigung der Tangente:
Einsetzen in die Gleichung:
Umstellen:

Ergebnis:

Ich habe in die Zeichnung von Abschnitt 4

eingezeichnet.

Da fallt einem eine Besonderhr  Jf:
Alle Wendetangenten sche” ( durch eine”

zu gehen, vielleicht durc ~ ~(410).

Das wolle

Hier . Anleitung dazu:

Nimm a. “leichung zwei  Wendetangenten (fur t; und ty)

und berech. leren Sr' .ttpunkt.

Dann schaue meine Losung an!

"~ die Wende ngente.

Temeinsa

fi'(X)=(1-x)-e'*

W, (2]2¢2)

Y=Yy =F (X ) (X=X )
mT:ft'(xW):ft-/' g ,‘—2:_et—2

2.(x=2)

y — _et—z . X A ‘et—z + 2et—2

y—-2e'?=—

y: 2.X+AA -2

N Punkt

‘~nach. =bewr 2n.

= [10)
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Wir setzen voraus: Es sei t, #t,. Dann sind g; und g, verschiedene Geraden:
Wendetangente g: y= —el 2 .x+4eh7?
Wendetangente g: y= —eb? . x+ 4622
Schnittgleichung: —el? . x+4e? =—eb 2 .x+4e%72
Ordnen: el 2. x+eb?.x=4eb72 _4eh?
Ausklammern: (—et1_2 + etz_zj X= 4(et2‘2 - et1_2\
1. Klammer vertauschen: (et2_2 — et1_2j X= 4((—‘ - et1_2j] [
Auf beiden Seiten stet dieselbe Klammer, die wegen 1« t, nicht Null ist.

Daher kann man durch diese Klammer teile * h. man icht sie weg.

Es folgt: S 4

Setzte man diese Zahl in die Tangentengleicht veii.  “alt man

y. L2 4+4e %=0

Ergebnis: Die Wendetanc  z2naller< ~rkurve.  “ar urch S(4|0)

Wenn du die Abbildung mit de. Scharkurver  .chaust,
erkennstd  _ch eine o ‘schaft . Sc'  .rven K

Sen”® asichfir x>0 a  -Achse L .iebig gut an.

Andersic  Cliert:
Die x-. .eistfir x -« waagrechte Asymptote von K.
Man beweist das durch diese Rechnung: limf,(x)=0

X—0

Flhre diese Rechnung durch! =
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Beweis, dass die x-Achse waagrechte Asymptote ist.

Zu zeigen ist limf,(x)=0

Ausfuhrlich: lim x - (e“") =0

Das Problem, das sich hier zeigt besteht darin, dass fiir x — « der Faktor e'™ gegen 0 geht.

Und daher nahert sich das Produkt x-e'™ mit zunehmendem x dem unbestimmten Ausdruck 0.

Daher wird man in so einem Fall die Regel von de L’Hospital anwenden.

Ich rechne vor:

De L'Hospital
In einen Bruch Grenzwent
verwandeln Zu uere"h”e”
verw: In
limf(x) = lim(x-e™) = lim =lim— . '*=0
X—>00 X—>00 X—>00 eX* X—o0 ex’ x>
0 an (1,
an schrei en Funktionsterm in Bruch. " ann pruft. n, wie . ahler und Nenner flr
M hreibt den Funkt t Bruct N ft Zahl dN f
x = o verhalten: Der Zahler x ur “Jer Nen ¥y fiir  — o gegen +w.

Also zeigt der Bruch ein Ver'  :zn der Form iy
o0

Dann besagt diese Rey,  lass unsr (uch fiir u » « denselben Grenzwert hat,
wie die neue Funktion, die ‘v entsteht, dac 1an den Zahler des Bruches und den

Nenner jeweils “* -i~h ableite  ‘'so nicht di* uotientenregel anwenden!)

Zus -aufgabe fur Lt

Dier ‘e K, diex chse und die Gerade x =2 begrenzen eine Flache.

Berechne deren Inhalt mittels Integration.

- [13]
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Ky y=x-e2%

Den Flacheninhalt berechnet man mit diesem Integral:

A= sz (x)dx = Tx-e“dx
0 0

Die zu integrierende Funktion enthalt ein Produkt. Dazu gibt es keine direkte Methode.

Die Mathematiker haben sich jedoch ein Verfahren ausgedacht, mit dem man das

das Integral auf ein einfacheres Integral reduzieren kann. Man nennt es Partielle Integration.

Das wird sehr ausflhrlich im Text 48015 besprochen. Hier also dle Metnc

Man benétigt diese Formel:

b b
ju'v dx=[u-v]:—jv'u« |

Die Gebrauchsanweisung dazu sieht so aus:
Links steht das zu berechnende Integral mit dem stc na.  “rodukt.

Einen Faktor davon nennt man u', den anderen v.

Der Trick besteht darin, dass man : ~mit u' be. ‘chnet,. ‘eicht zu integrieren ist.
Oder besser gesagt: Man ner~t dieser.  “tor ., heim Mleiten zu v' einfacher wird.
Auf der rechten Seite wer~  danndie Fan 1 u unu 2notigt.
2
Hier die Rechnung: Jeben: J"’ "_XdX
Man substituiert (ersetz., ul=es% d v=x
denr  ausToy ht: 4 und v'=1

.nitkann man diere = Seite & . Formel substituieren:

o] fe

| ——

S
Dasneue. ™nde .ntegral s auf der rechten Seite enthalt das stérende

2-x _ 2-X
Produkt nicht . . und so kann leicht integriert werden: Ie dx = [—e }

Hilfe :

2 2

A= [—ez’x ~xl) - [ez”‘ ]z = [(—x -1)- e l)

Merke: Mit der partiellen Integration ersetzt man ein kompliziertes Integral durch ein einfacheres.

Rechne nun zu Ende!

= [14]
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14

Wir haben zuletzt die Stammfunktion berechnet: F(x)=(-x-1)- ==

Die Theorie der Flachenberechnung verlangt nun dass man die Grenze einsetzt

und dann subtrahiert:
2
A =[f(x)dx =[F(x)] =F(2)-F(0)
0

Das sieht dann so aus: X/

Al ] e

A=-3.e"+e?=e?-3~ 339

Das war eine anspruchsvolle Stun





